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Mathématiques

CORRECTION DES EXERCICES DE BAC

(sauf les trois derniers exercices : 3, 4 et 5 de la rubrique "Géométrie et

Arithmétique")

Similitudes indirectes

Exercice 1 :

1. (a)

On sait que I'écriture complexe d’une similitude directe est 2/ = az + b.

s(0)=D <= 1=0+b <= b=1;5(A) =E <= 14+3i=ax(-2)+1 <= a:—;i.

3
L’écriture complexe de s est donc : 2/ = —§iz + 1.
- 3. m 3. o
L’angle de la similitude s est arg(a) = arg(—y) =-3 [27] car — 51 est un imaginaire pur
de partie imaginaire négative.
3] 3
Le rapport de la similitude s est |a| = ‘—52 =3

On sait déja que O a pour image D et A a pour image E. Cherchons les images de B et

3 3 3 5
C’:zjg:—éizB—i—l:—52'(—2+z')+1:3i+§+1:§+3i:zpdoncs(B):F. De
3

3 3
plus z = —52'20 +1= —52' Xi+1= 2 +1= 5 = G- Par conséquent, s(C') = G. Enfin

OABC étant un rectangle son image par s est aussi un rectangle : ¢’est donc le rectangle
DEFG.

En utilisant I’écriture complexe de s :

~Pour z=z2p=1,; 72 ———1><1+3i:i:z(;doncs’(D):C
2 Y
— Pour z =25 =1+3i, 2 ——51(1—31)4-5 i=—-2+1i=zp donc (F) = B.
5 2.(5 D,
fPourz:Zan—i—Si, Z/=—§i<§—31 3l i=—-2= 2z, donc §'(F) = A.
) 2.(5 5
Pourz—zg—§z’——gi(§)—i-gi—O—zodoncs’(G)—O.

On en déduit que 'image par s’ du rectangle DEFG est le rectangle OABC
On a g(0) = §'[s(0)] = ¢'(D) = C; g(A) = §'[s(A)] = §'(E) = B;

g(B) = s[s(B)] = §'(F) = A g(C) = 5/[s(C)] = 5'(G) = O.

L’image du rectangle OABC par la similitude g est donc le rectangle CBAO.

3
Cherchons I’écriture complexe de g : I'écriture complexe de s est z — z; = —52'2 + 1 et
2 5
celle de s est z +—> 25 = —gii + 5@ donc Pécriture complexe de g = s’ o s est
RUVIR G PR G PP W O TR O P
T3 T3 32 3 3 2 3773

Un point M d’affixe z = = + iy est invariant par g si, et seulement si :

1
z=Z4+1i <<= r+iy=cr—iy+i << 2y=1 < yzi, x étant quelconque

1
[’ensemble des points invariants par g est la droite d’équation y = 7 Or g composée de
deux similitudes est une similitude ayant une droite de points invariants : c¢’est la symétrie
axiale autour de la droite d’équation y = 3 On a d’ailleurs vu au dessus que A et B d’une

part O et C d’autre part s’échangent dans la similitude g : 'axe de la symétrie est donc
I'un des axes de symétrie du rectangle OABC.



Exercice 2 :

1. (a) za = V6 +1iv/2, donc |zA|2 =6+2=8= (2\/5)2 d’ott |zz| = 2v/2. On peut en factorisant

1 x
ce module écrire : 25, = 2v/2 <£ +1§> = 22 (cos% —i—isin%) = 2v/2¢i%. De méme

2 = —V/241v/6, donc |ZB| =2+6=8= (2\/_)2 soit |zp| = 2v/2. On peut en factorisant

1
ce module écrire : zp = 2¢/2 (—5 + 1£> =2V2 (cos & +1isin —) — 22 %

(b) On sait que OA = |z4] = 2v/2 et OB =|z3| = 2v/2 donc le triangle OAB est isocéle en O.

— o ZB — o 2v/2ei%
De plus, (OA ; (ﬁ) = arg (Z> [27r] donc (OA ; O@) = arg <W> [27]. Comme
Qﬂei%

iz ax - = i it (OA - =7
N ) = ¢'% alors (OA ; O?) = arg (¢'2) [27] soit (OA ; @) =3 [27].

Le triangle OAB est donc rectangle direct en O.

= ei(%_

o3

(¢) Comme (1 + 1\/3) 0 = 0, le point O est invariant par f. A a pour image A’, B a pour image
B’. Une similitude indirecte conserve les rapports de distance et transforme un angle en
son opposé donc 'image par une similitude indirecte f du triangle rectangle isocéle direct
OAB est le triangle indirect isocele, rectangle en O, OA'B’.

o= (1+iV3)z = (1+iv3) VB +iv2 = (1+1v3) (V6 —iv2)
= V6 —iv2+3ivV2+v6 = 2V6 + 2ivV2 = 225

—

e dernier résultat montre que OA" = 20 A donc les points O, A et A’ sont alignés et A est le
milieu de [OA’] : A’ est donc le symétrique de O autour de A. Il suffit ensuite de compléter
le triangle isocéle rectangle en O indirect, OA’B’ pour construire B’. (voir annexe pour la
figure)

. . i —_ . .
2. (a) L’écriture complexe de r est 2/ = ze's et cele de s est 2/ = Z. L’écriture complexe de
— i
g =rosest donc 2/ = Ze's.

(b) Pour z =0, On a zel5 = 0, donc O est invariant par g.
L’image par g de A a pour affixe :

V6 +iv2els = (V6 —iv2) (cos( )+isin(g)) :(\/_—1\/_)( —1—1@)

2
:\/7_+%__§ \/_ =V6+ivV2 =2z,

Donc A est lui aussi invariant par g.

(c) g composée d'une similitude indirecte et d’une similitude directe est une similitude indirecte
ayant deux points invariants distincts O et A : ¢’est donc la réflexion d’axe (OA).

1 3 .
3. (a) Lécriture complexe de f est : 2/ = (1+iv3)z = 2 3 + ig Z = 2€'3 Z. On voit donc

que f est la composée de la similitude g suivie de 'homothétie h de centre O et de rapport
2, d’écriture complexe 2’ = 2z. Donc f = hog.

(b) D’apreés la question précédente : f = h o g. Pour trouver 'image d’un point C par f :
— on construit le symétrique C; de C par rapport a 'axe (OA) (car g est la symétrie
d’axe (OA))
— puis I'image C’ de C; par 'homothétie de centre O et de rapport 2.
(voir annexe pour la figure)



Exercice 3 :

1. Soient M, N, P et () quatre points tels que M # N et P # @ ainsi que leurs images respectives
M', N', P' et Q" par une similitude indirecte s. L’écriture complexe de s est 2’ = aZ + b avec
a€CretbeC.

O PQ) = (N Q)+ (MG PQ) 2
(M/N/ ’ M/Q/) _'_ (Q/M/ ’ Q/P/) [271']

ey o =z
D’aprés la propriété 2 du rappel, (M'N'"; M'Q)’) = arg (M) [27]. Or,

ZN!' — ZM!

Zor — v ZQg+b—(azy +b)  a(zg —2m) (zQ—zM)

o — 2 aEn +b—(aZir+n)  a(zy — 2ur) IN — ZM

Ainsi, M'N'; M'Q') = arg (<M>> 271] done (M'N'; M'Q') = —arg <M> [271].

ZN — ZM ZN — ZM
Or, arg (@) = (MN : MO) [27] dot (M'N'; M'Q)) = —(MN ; M) [27).
N — ZM
On montre de méme que (W, Cﬁ) = —(62—]\>4; Q?) [27]. Par conséquent,
(N, PQ) = —(MN; M@)\ (QM; Cﬁ% (2]
= [(MN; MQ) + (MQ; P }
= —(MN; PQ) [2n]

On a ainsi justifié qu’une similitude indirecte transforme un angle orienté en son opposé.

2. (a) voir figure en fin d’exercice
(b) La similitude S; transforme un nombre complexe z en son conjugué donc I’écriture complexe
de Sy est 2/ = Z.

3. (a) Comme C} et D; sont deux points distincts et que C” et D" sont aussi deux points distincts,
on sait qu’il existe une unique similitude directe Sy qui transforme Cy en C’ et Dy en D'.
Pour justifier que son écriture complexe est 2’ = iz + 1 + ¢, il suffit alors de vérifier que par
cette similitude directe (car du type 2’ = az+baveca=1i€ C* et b=1+i € C) dont
on nous donne une écriture complexe, I'image de C; est C’ et I'image de Dy est D’. Or,
izoy +1l+i=ic+1+i=3i+1+i=1+4i= =z et

izp, +14+i=id+1+i=i(1+3i))+1+i=i—-3+1+i=-2+2i=d =zp
Sy a effectivement pour écriture complexe 2/ =iz + 1 + .

(b) Le rapport de la similitude Sy est |a| = |i| = 1, son angle est arg(a) = arg(i) =
b 141 1+4)? 14+2i—1
centre €2 a pour affixe w = = +l,:( +i) _ 1t =
l—a 1-—2 1+1 2
4. L’écriture complexe de Sy 0 S est 2 +— Z +— 12 + 1 + i c’est-a-dire 2/ =iz + 1 + 4.
5. (a) S(C) = S2(S1(C)) = S2(Cy) = C" d’aprés les questions précédentes.
De méme, S(D) = SQ(Sl(D>> = SQ(Dl) = D/.
(b) CH = |h—c| = |e'3(d—c)| = |e'5|x|d—¢| = 1xCD. Comme CH = CD, CDH est isocéle

en C. En outre, (@ C'4H>) = arg( C) [27]. Or E = ¢'5 et arg (e’%) = § [27].

[27]. Son

ro| 3

h—d "h—d
Ainsi, (53, C‘*]:)/> = % [27]. Le triangle CDH est isocéle avec un angle égal a g donc il

est équilatéral. De plus, (C@, C"[j[)> = g [27r] donc CDH est équilatéral direct.



(c) S est une similitude indirecte puisque son écriture complexe est du type 2’ = aZ + b avec
a € C* et b € C. Comme une similitude indirecte conserve les rapports entre les longueurs
et transforment un angle orienté en son opposé, alors 'image C' D’ H' du triangle équilatéral
direct CDH par S est un triangle équilatéral indirect. Connaissant C’ et D’ on peut alors
placer H' avec cette information.

| D1

Exercice 4 :

1. (a) zgg =c—b=10—5i =5(2—1) et 2555 = h—b=2+4i— 5 =2 —i. On remarque que
zge = Dzgy donc B? = 5@. Les vecteurs B? et ﬁ] sont alors colinéaires et les points
B, C et H alignés. Autrement dit, H € (BC).

(b)
h 244i 20142 142  (1420)(-4-2i) —4-2-8i+4 1

h—c¢ 2+4i—10 —8+4 —4+2 16+ 4 - 20 7% (=)

— h —

On sait que (ﬁg, HA) = arg (h_a) [27r] avec a = 0 car A est l'origine du repére.
—c

h

1 7 — 1
Comme - =3 X (—i) alors (H ; HA> = arg (5 X (—i)) [27] et par conséquent,
—c
T

— 1
(]ﬁ; HA) =-3 [27] car 5 % (—1) est un imaginaire pur de partie imaginaire négative.

BH _|h—=b _2—4 _ vA+1 V5 1 1
AH |h—a] 2+4] VI+16 25 2 AC | 10 2
1
2

AH b |24 44 VA+16 25

CH |h—d [2+4i—10] 6i+16 4v5

1
(b) On considére la similitude directe S; de centre H, de rapport 3 et d’angle —g. On a vu

AH 1 —
que — =3 et que (Eé, HA) = —g [27]. Cela signifie (définition géométrique d’une
similitude & centre) que S;(C) = A.

De plus %zlet (}?4, I—ﬁ) = (}?47 I—ﬁ) + <I—ﬁ, Iﬁ) [27].

"AH 2



Or, (]774, ﬁ) = — (‘8' HA> [27] soit (HA ?) B [27] et
(ﬁ, ﬁ) = ] puisque H € (BC). Finalement, <HA; [—ﬁ) = g — 7 [27] d’ou
( %) = —g . On retrouve I'angle de la similitude S7, on peut alors en déduire

que S1(A) = B. On sait enﬁn que S1(H) = H donc I'image par S; du triangle CH A est le
triangle AHB.

(c¢) On sait que P’écriture complexe de cette similitude est, z étant I’affixe d’un point M et 2’
celle de son image par S est

1 _ix 1 1 1
2=y = §e’1§ (z—zn) & 2/ = 2+4i—§i(z—2—4i) & 2= 2+4i—§iz—i—i—2 & 2= —§iz+5i.
. . T

Comme précisé a la question précédente, S; a pour rapport 2 pour angle —3 et pour

centre H.

3. 51 Q € (A), alors € est invariant par la symétrie orthogonale d’axe (A) et par la similitude
directe donc € est un point fixe pour S;. Cherchons le(s) point(s) fixe(s) de cette similitude.
Avec z = x + iy,

d=x'+iy=cr+iy=(—-1-2i)(r—iy)+10 <= z+iy=—x+iy— 2z —2y+ 10

r = —r—2y+10
— {y = —2z+4vy

2 = —2y+10 y = 9
= {23; =0 = {x -0

Le seul point fixe a pour affixe 5i : c’est B. S5 doit donc étre la composée d’une symétrie
orthogonale d’axe (A) contenant B et d’une similitude de centre B. Une symétrie orthogonale
a une écriture complexe de la forme 2’ = oz + f avec |a| = 1 puisque c’est une isométrie Or B
est invariant par cette symétrie : 5i = abi+ f <= [ = bi(a + 1). L’écriture complexe de la
symétrie est donc : 2/ = aZ + 5i(a + 1). En posant a = a + ib, (avec a* + b*> = 1), les points
M (z ; y) invariants par cette symétrie vérifient : x + iy = (a + ib)(z — iy) + 5i(1 + a + ib), d’ot

r = ax+by—5b z(a— 1)+ by — 5b =0
y = —ay+br+5(1+a) br —yla+1)+5(14+a) = 0

Ces deux équations sont deux équations d’'une méme droite (A) : elles contiennent toutes les
deux le point B(0; 5) et :

5b
—sia # 1 (et donc b # 0), elles coupent respectivement I’axe des abscisses en x = — et
—a
5(a+1) 5b 5b(1 + a) 56(1 + a) 5b6(1 + a) 5(1+a)
- 0r —— = — = — = — =— )
b l1—a (1+a)(1—a) 1—a? b2 b

— sia=1, alors b =0 et il s’agit de la droite d’équation y = 5.
On peut trouver ainsi de nombreuses symétries orthogonales qui conviennent avec le choix de
a et b.

1
4. (a) Le rapport de la similitude S; est 5 et celui de Sy est | — 1 —2i| = V/1+4 = /5. Le

rapport de la similitude Sy o S; est égal au produit des rapports des deux similitudes, soit

1 5
Bx o= Y2
VEx g =3

(b) On a vu a la question 3 que Sy(B) = B donc (Sy 0 51)(A) = Sy(B) = B.
L’image de A par S; a pour affixe (—1 — 2i) x 0+ 10 = 10 = ¢ donc S3(A) = C et
(SQ o Sl)(C) = SQ(A) =C.
L’image de H par S5 a pour affixe

(—1-2)x (2+4i) +10=(-1—-2))(2—4i) +10=—2+4i —4i —8+10 =0 = 2,



donc So(H) = A et (S;0S51)(H) = So(H) = A. L’image du triangle CH A par la similitude
S5 0.5 est le triangle BAC'. Dans une similitude les aires sont multipliées par le carré du

5 ) A
rapport de similitude soit ici | — | = — = 1,25. Plus précisément, BAC — 1, 25.
2 4 Acra
\5‘ B
4 H
3_
2_
1_
0 C
1 o] 1 2 el 4 5 [} 7 a2 a "I\U‘\\
.‘]_

Exercice 5 :

1. L’écriture complexe d’une symétrie axiale (antidéplacement) est de la forme 2’ = az + b. A et
B invariants par cette symeétrie se traduit par :

{1:a><1+b {1:a+b {1 = a+b

i = ax(—1)+b i = —a(i)+0 1-i = a(l+1) (par différence)

S

1—i —2i .
- = Q —_— = —1 = a
= ¢ 1+i = ¢ 2 — { 1+i =
1 = a+b 1 = a+b -

L’écriture complexe est donc : 2/ = —iz + 1 +1.

2. Le point M’ = H(M) est défini par AM' = —2AM ce qui correspond pour I'écriture complexe
a:z —1=-2(z—1)soit 2/ =—2z+3.
3. f=HolS.
(a) La réflexion S est une similitude de centre A; donc la composée de deux similitudes de
méme centre est une similitude de méme centre A.
(b) Ecriture complexe :
— pour S, on a vu que 'écriture complexe est : 2/ = —iz + 1 +1.
— pour H : 2/ =-22'43
—donc 2”7 = =2(—iz+1+41i)+3=2iz+ 1 — 2i.

4. (a) AM' = 2AM signifie que f(M) = H(M) ou encore que

(HoS)(M)=H(M) & (H'oHoS)(M)=(H 'oH)(M) < s(M)=M
avec H~! la similitude réciproque de H (donc ici I'homothétie de centre A et de rapport
—5) L’ensemble des points M cherché est ’ensemble des points invariants par S, ¢’est-a-
dire la droite (AB).
(b) W:ZF/[ — ' —1=2(z-1) <= 2i2—-21=22-2 <= 2iz—22=—-2+2i.

Si M(x ; y), alors 'équation précédenet équivaut a

20—2x = =2

2i(x —iy) —2(x +1y) = -2+ 21 & {2x—2y _



Les points M (z ; y) sont tels que © —y = 1 qui est I’équation d’une droite perpendiculaire
a (AB) (coefficient directeur 1, alors que celui de (AB) est —1), et qui contient le point
A (le couple (1 ; 0) veérifie I'équation). Inversement un point M de la perpendiculaire
trouvée a pour coordonnées (z ; x — 1). On vérifie que z” — 1 = 2iz + 2z — 2 — 2i et que
2(z — 1) = 2iz + 22 — 2 — 2i. L’ensemble cherché est donc toute la perpendiculaire & (AB)
contenant A.

Exercice 6 :

1. Soit o la similitude directe de centre A qui transforme C en H.
Le rapport de cette similitude est

AH |z —2a| |61 6 6 3 32

A= == -
AC  Jzc—2za] 8-8i] 8(1—14) 82 42 8

Un angle de cette similitude est : (E ; ﬁ) = arg (ZH — ZA) [27]. Or,

20 — RA
2H — ZA —6i 6 i 3 i(1+1) 3 N3 .
o — S—8 8 1-i 1" 2 g X (F1+i) =g(l—1)

™

Ainsi, arg <§(cos(—g) —|—isin(—g))> = —% [27] soit (ﬁ ; ﬁ) = —% [27] Finalement, o

3v2
est la similutude directe de centre A, de rapport %_ et d’angle T

2. (a) s a pour écriture complexe 2’ = aZ + b.

Za = azp + b

Zc = azc + b

En soustrayant membre a membre, il vient : 2y — zc = a (Zy — Z¢) donc

A et C sont invariants donc on a le systéme :

2a—z2c —848 —-1+4+i (=1+4+d)(-1+4) —-1-2i+1
6= — = = —= e =1

Zh— 20 —8—8 —1-—i 2 2

b=zy—azZx=-5+6i+i(-5—61) = —-54+6i—5i+6=1+1i

s a pour écriture complexe : 2’ = —iz + 1 + 1.

s n’est pas l'identité et est une similitude indirecte ayant deux points invariants : ¢’est une
symeétrie axiale, d’axe (AC).

(b) E est le symétrique de H par rapport a la droite (AC), donc E est 1'image de H par s.
tp= i+ 14i=—i(—5)+1+i=1+6i

(c) Le rayon du cercle circonscrit au triangle ABC est
FA=|2p —2p|=|—-5+61+2—i]=|—-34+5i|=v9I+25=v34

FE = |25 — 2p| = |1+ 61+ 2 —i| = |34 51| = VO + 25 = v/34.
FE—FA donc E appartient au cercle circonscrit au triangle ABC.
(Remarque : H est en fait l'orthocentre du triangle ABC et on a vérifié une propriété
générale dans un triangle disant que le symétrique de l'orthocentre d’un triangle par rapport
a un coté de ce triangle appartient au cercle circonscrit )

ZA+2c —H4+61+3—-21 244

3. T est le milieu de |AC|. L’affixe de [ est 21 = 5 = 5 =—a = -1+ 2i.

G est I'image de I par ’homothétie de centre B et de rapport —. (par conséquent, G est le centre

de gravité du triangle, puisque l'on sait que celui-ci est auxr deuz tiers de chaque médiane en
partant du sommet).



2 2
Cette homothétie a pour écriture complexe 2’ — zp = 5(2 —zp) donc z = 5(2 +7+2i)—7—2i
Avec z = 21, on obtient

2 2 8 2
26 =5 (-1 2+ T4+2) 7 2= (6 +4) ~ 72 =4+ 1T 2=-3+i

2 2
Le vecteur Iﬁ a pour affixe zq — 2y = -3 + §i +5=2+ §i'

3 2 3
Levecteur[ﬁapour affixe zF—zH:—2+i+5:3+i:§<2+§i> :gzﬁ'

3
Comme ﬁl? =3 ﬁé, les vecteurs Iﬁ et }ﬁ sont donc colinéaires : les points H, G et F sont

donc colinéaires.

(remarque : on a remontré dans un cas particulier que dans un triangle non équilatéral, le centre
du cercle circonscrit, le centre de gravitéaet [’othocentre d’un triangle sont alignés sur une droite
appelée droite d’Fuler.)

Exercice 7 :

w
o

1. (a) 1 7
&

o




(b) Triangle ABC' :

AB=|b—a|=|—-1+2i—1—d=|—-2+i|=+/(-22+12=+5
AC =|c—a|=2+3i —1—i|=[14+2i| =12 +22=/5
BC=|c—b=2+3i+1-2i|=3+i|=v/9+1=+10

Triangle MNP :

MN =|n—m|=|5+i—T+5i=|—2+4i| =2+ 16 =25
MP =|p—m|=|9+i—7+5i = |24 6i] = V4 + 36 = 2/10
NP=|p—n|=9+i—5+i|=|4+2i| =16 +4=2/5

(c) Les longueurs des cotés des deux triangles sont proportionnels : NP =2AB, MP =2BC
et MN = 2AC. Cela signifie que les triangles ABC' et M N P sont semblables.

(a) D’aprés le cours, il exsite une unique similitude directe qui transforme A en N et B en

P puisque A et B sont distincts, ainsi que N et P. Comme la transformation d’écriture

, 6 8. 23 , - . .
complexe 2/ = 5 gz + = + gz est une similitude directe (car son écriture complexe

6 8 23 9
est du type 2’ = az + b avec a = = 5@ ceC et b= 5 + 5@ € C), il suffit de vérifier

que par cette transformation, I'image de A est NV et celle de B est P.

VA (R F) DS I P (R ) WO W
AT 5 5)4 T 5 5\ 5 5 5 5
6 8 6 8 23 9 25 5
= ————1—=l+ -+ —= = ——=1=5—1="n

L8, 12016 23 9 45 5.
_Z__Z —_— —_— —”L:— —Z: /L:
5 5 "5 "5 "5 5 5 p

On en déduit que s(B) = P.

, 6 8 23 9 6 8 23 9
2g’ = (_5_§Z>ZB+€+EZZ(_5_52>(_1+2Z>+E+52
6
5

N
(b) Le rapport de la similitude est A = i 2 d’aprés la question 1.

6 8 3 4
L’angle de la similitude est § = arg(a) = arg (—5 - 52) Or, a =2 <—5 - 5@) donc
3 4
cos(f) = ~z et sin(6) = — g avec 6 € [—180°; —90°].
Ainsi, § = cos™! (%) — 180° ~ 53 — 180° donc 0 ~ —127°.

L’affixe du centre de la similitude s est

b ?%—%i 23490 (23+9¢)(11 —8i) 253 —184i+99i+ 72 325 — 85:
w = = _= = = =
l—a 1+3+3% 11+8i 112 + 82 121 + 64 185
65 17
= — — =i
37 37
“ 23 9 6 8 9
1218 16,+24+23 9 35 25, 75
= ————i——l+—+—+-il=———i=7T—-5bi=m
bt 5 5 5 5 5 5 5

On en déduit que s(C) = M.



3. (a) Pour 2 =a, 2 =2ia+3—-3i =2i(1—i)+3—-20=2i+2+3—-3i =5—1i=n donc

s'(A) = N.
Pour z =b, 2/ = 2ib+3 —3i = 2i(—1 —2i) +3 —3i = —2i +4+3 — 3i = 7— 5i = m donc
s(B) =M.
Pour z =¢, 2/ =2ic+3—-3i =2i(2—-3i)+3—-3i =4i+6+3—3i =9+ ¢ = p donc
s'(C) = P.

(b) On résout Péquation (E) z = 2iZ + 3 — 3i en posant z = x + iy avec = et y réels. Alors

() & z+iy=2i(r—iy)+3—-3i & v+iy=2ir+2y+3—-3i < {iigitg
r=2y+3 r=2y+3 r=2(—1)+3 r=1
< {y:2(2y+3)—3 {y:4y+3 < {y:—l < y=—1

Le point K d’affixe £k = 1 — 7 est donc I'unique point invariant de s’.

(¢) h(K) = K car h est le centre de I'homothétie h et s'(K) = K car K est le point fixe de s
donc f(K) =5(hK)) =K.

1
L’écriture complexe de I’homoéthétie h de centre K et de rapport 5 est

2=z —l(z—z ) <:>z’—1—i+1(z—1+2')—1—i+1z—1+12’—lz—i-l—li
' . - 2 B 2° 272 " 2772 2

1 1 1 1 1 3 1
L’affixe de h(J) est est 2y = 547 + 3~ 51 =1+ 3~ 52 =5 52 L’affixe de f(.J) est

donc l'affixe de 'image de h(J) par s :
N : (3 1 . : :
2y = 20Zp(5) + 3% 31 = 21 <§+§z) +3—-3t=3—-143—-3t=2=sy

On peut alors conclure que f(J) = J. f est une similitude indirecte puisque c’est la
composée de la similitude indirecte s avec la similitude directe h. Elle admet deux points
invariants K et J donc il s’agit de la réflexion d’axe (K.J).

(d) On sait que f = s’ o h, donc en composant par ’homothétie réciproque de h (de centre
K et de rapport 2), on obtient : foh™' = s ohoh ! dou s = foh™!. Ainsi s est la
composée de 'homothétie h™1 et de la réflexion f.

Exercice 8 :

PARTIE A

1. L’écriture complexe d’une similitude directe est de la forme 2’ = az + b avec a € C* et b € C.

. 6
zo=aza+0b 3ia+b=0 a=——=2i .
ip = azo+ b { b—G & 3 . L’unique
similitude directe qui convient a pour écriture complexe 2’ = 2iz + 6.

Son rapport est |a| = [2i| = 2, son angle est arg(a) = arg(2i) = g [27] puisque 2i est un

On résout le systéme {

imaginaire pur de partie réelle positive.
b 6 6(1+2i) 6 12

=—-+ —1.

l—a 1-2i 1+4 55

2. L’écriture complexe d’une similitude directe est de la forme 2’ = az + 8 avec a € C* et 5 € C.

Son centre a pour affixe w =

6
On résout le systéme =0 aZ_A+6 & Jia+ =0 = @ 31 L
zp = aZo + 3 p=6 B=6

L’unique similitude directe qui convient a pour écriture complexe 2z’ = —2iZ + 6.



PARTIE B

1. On résout 'équation (E) z = —2iZ 4 6 en posant x = = + iy avec x et y réels.
(E) & z4+iy=-2ir—1iy)+6 & v+iy=—-2ir—2y+6 < { z::gi"‘(s

N r=4x +6 N 3r = —6 o r= -2
y=—2x y = —2x y=4
L’unique point invariant de f est le point K d’affixe zx = —2 + 44

2. (a) g est la composée de deux similitudes donc ¢’est une similitude. Son rapport est le produit
des rapports des similitudes qui la composent. f est de rapport 2 car ¢’est une similitude
indirecte d’écriture complexe 2’ = aZ +  avec o« = —2i et f = 6 donc |a| = | — 2i| = 2.
Quant & h, c’est une similitude directe de rapport —. Ainsi, le rapport de g est 2 x = = 1.

Cela implique que g est une isométrie. De plus, g(K) = f(h(K)) = f(K) car K est le
centre de 'homothétie h et f(K) = K d’aprés la question précédente d’ou g(K) = K.

(b) Soit M’ I'image de M par h. Alors

1 1 1 1
z’:§(Z—zK)—|—zK:§(z+2—4i)—2+4i:52—1—1—2@'—2—1—41':52—1—1—22'

Soit M"” I'image de M’ par f. Alors

_ 1 1
2= —2i2/4+6 = —2i <§z -1+ 2z‘> +6 =—2¢ (55 —1- 21’) +6 = —i24+2i—4+6 = —iz+2+2:

On retrouve I'écriture complexe donnée dans 1’énoncé.

(¢) Un point de axe (O; ¥) a une affixe du type z = yi avec y € R. Il s’agit de I'affixe d’un
point invariant de g si et seulement si :

Y=z & iy = —iiy+242i & iy = —i(—iy)+2+2 & iy = —y+242i & { y—2_—;y =0
On trouve ainsi un unique point de 'axe (O, ¥) invariant par g, il s’agit du point L d’affixe
zZ[ = 21.

On a justifié que g est une similitude qui admet deux points fixes distincts : K et L.
C’est donc soit I'identité, soit une symétrie. D’aprés son écriture complexe, ce n’est pas
'identité, donc g est la symétrie d’axe (K L) (les points invariants se trouvent sur 'axe de
la symétrie).

(d) Comme g = foh, alors goh™ = fohoh™ = f. Si on pose h/ = h™!, alors I/ est une
homothétie de rapport inverse a celui de h c’est-a-dire de rapport 2 et de méme centre que

h, c’est-a-dire K. Ainsi, f est la composée de ’homothétie A’ suivie de la symétrie g d’axe
(KL).

3. Comme f est une similitude, f(A) est une droite. L'image d’une droite par une homothétie est
— ——

une droite qui lui est paralléle. En effet, si A'(M) = M’ et h'(N) = N’. Alors (M N ; M'N’)
correspond a l'angle de la similitude A/, ¢’est-a-dire 0 puisque le rapport de h’ (qui vaut 2) est

un nombre positif. Cela signifie que les vecteurs m et M'N' sont colinéaires donc les droites
(MN) et (M'N') sont paralléles. Ainsi, h'(A) est une droite paralléle a A.

Or, f(A) = (go W)(A) = g(K(A)). L’'image par la symétrie axiale g de h'(A) est une droite.
Elle sera paralléle a h/(A) et donc & A si et seulement si I'axe de la symétrie, ici (KL) est
paralléle a A.



Exercice 9 :

1.

3.

(a) L’écriture complexe de sy est 2’ = aZ +bavec a € R,a #0, b€ R,

(b)
(c)

(c)

(d)

(a)

: o . : 241 = a(2—-1)+D
Les deux points A et B sont invariants par s; ce qui se traduit par : { 542 — a(5—20)+b
d’ou (par différence)

341 (341)2 8+6i 4 3,
a = = :—+—1

<~
3_1i B+1)@B—-i 10 5 5

En reportant dans la premiére équation :

3+i=a(3—-1) < a=

4 4 1
b—2+i—@—n<—+ﬂ>—2+i—§—§—§H~4———+i

55 5 5 5 55
On o - 4+3 . (i) 1+& 4+3 1 3. 2 1.
n ==+ =1 1) ——-4+-1=—14+-—=-4+-1==— -1

© 5 5 5 5 5 '5 5 5 5 5

Soit M (x ; y) un point du plan avec z € R, y € R. On a z = z + iy et

4 3 1 3
Z = (5 + 31> (x —iy) — R + gi. Ce nombre est imaginaire pur si sa partie réelle est nulle

4 1 3
soit Sx—g+gy:0 <= 4dr—14+3y=0 <= 4z +3y = 1.
[’ensemble des points M tels que 2’ est imaginaire pur est donc la droite (D) d’équation 4x + 3y = 1.

2 1 2 1 8—3
C’(g; _5> €D <= 4x (g) + 3 X (_5> =1 <~ Tzlquiestvraie.
Le point C’ appartient donc a la droite (D).

Equation cartésienne de la droite (AB) : M

—~

z;y) € (AB) <= y = ax+[;en particulier :

L = 2a+f8 o, o _ _ Ll oon a— 2 1

{2 = 5a+f dOU1—304<:>oz—§,d0u6—1 2a0 =1 33
1 1

M($§y)€(AB)<:>y=§x+§etM(x;y)€(D)<:>4x+3y:1,

Donc un point €2 d’abscisse = est commun aux deux droites si et seulement si

1 1
4x+3<§x+§):1 <= 4dr+rx+1=1 <= dr=0 <« =0

1 1
d’ou y = 3 L’affixe de Q est donc w = §i'

Les symeétries axiales s; et so sont des antidéplacements (similitudes indirectes de rapport
—1). Leur composée est une similitude directe dont le rapport est le produit des raports
des deux similitudes, donc égal a 1. C’est donc un déplacement

L’image de C par s; est C’ et comme on vient de démontrer que C’ appartient donc a la
droite (D) il est invariant par se. Ainsi, f(C) =C'.

Q2 appartient & (AB), donc s1(€2) = 2, mais  appartient aussi & D, donc s9(§2) = Q.
Conclusion f(€2) = Q.

f est une similitude directe de rapport 1. Ce n’est ni I'identité (car f(C) # C), ni une
translation (€2 est un point invariant), ¢’est donc une rotation de centre €2 puisque ce point
est invariant par f.

Le couple (1 ; —1) est solution évidente de I'équation (4 x 1 +3 x (=1) =1 (1)).

Si (z ; y) est une solution de I'équation on a 4z + 3y =1 (2); on a donc par différence
2)- (1) : 4@ — 1) +3(y+1) =0 < 4(z—1)= -3y +1) (3).

4 divise donc —3(y + 1), mais comme il est premier avec —3 il divise y + 1 d’aprés le
théoréme de Gauss. Il existe donc k € Z tel que y + 1 =4k <— y = —1+ 4k.

En remplacant dans (3), 4(z — 1) = -3 x4k < 22— 1= -3k < x=1-3k.

Les solutions de I’équation 4z + 3y = 1 sont tous les couples de la forme (1 —3k ; —1+4k)
avec k € Z. Inversement 4(1 — 3k) + 3(—1 — 4k) = 4 — 12k — 3 — 12k = 1 montre qu’un
couple de la forme (1 — 3k ; —1 + 4k) est solution de I’équation proposée.



(b) Les points de (D) a coordonnées entiéres sont donc les points de coordonnées
(1 -3k ; —1+4k),k € Z. Les points M situé a moins de 9 de O sont tels que

OM <9 <= OM?<8l <= 224+ y* <8l <= (1-3k)*+(—-1+4k)* <81
& 1+9k*—6k+ 1+ 16k — 8k < 81 <= 25k* — 14k — 79 < 0

14 79 7\° 49 79
R L NPU (PR T
25" " 25 ° ( 25) 625 25
7\2 2024 7 V2024 7 /2024
e (k-L) —22 o0 = (k-2 k- L
( 25) 625 <" ( SERT )( 25 25 )<O

7T V2024 7 V2024

Le trind t itif sauf entre 1 i — — ~—1,51let —
e trinome est positif sauf entre les racines o5 o5 ,ole 25—1— 55

Les entiers k solutions sont donc : —1; 0; 1 ; 2. Les quatre points de (D) a coordonnées
entiéres dont la distance au point O est inférieure & 9 sont E(4 ; —5), F(1; —1), G(=2; 3),
H(-=5; 7)

~ 2,07.

Géométrie
Exercice :

1. (a) On sait que I’équation paramétrique de la droite D’ est celle d’une droite contenant le point
(0; 03 -2) et de vecteur directeur w/(1; —1; 0). Or @-uw/ =1 —1+0 =0 : les vecteurs
directeurs des deux droites sont orthogonaux ; les droites D et D’ sont orthogonales.

Le point A est commun aux deux droites D et D’.

S’il existe un plan contenant A et défini par les deux vecteurs u et 1?, un vecteur 7i(a ; b ; c)
normal & ce plan est orthogonal & chaque vecteur u et :donci-i=0 < a+b=0et
fi-w =0 <= a—>b=0.On en déduit aussitot que a = b = 0 et 7(0; 0; ¢). Donc une
équation de ce plan est z = k soit z = 2 puisque A appartient a ce plan hoizontal. Ceci est
impossible puisque tous les points de D’ ont pour cote —2. Par conséquent, les droites D
et D’ ne sont pas coplanaires.

(b) Mﬁ ( T— Xy, Y —TH;, Z— 2ZH ) Comme H est le projeté orthogonale de M sur D', alors
Mﬁ est orthogonal & . Ainsi, Mﬁﬁ =0 < (zg—2)+ (yg —y) =0. De plus, H € D

=1
dont une équation paramétrique est ¢ y=t ,t € R.

z=2
Ainsi, il existe t € R tel que xyg =t, yg =t et zy = —2. En particulier, t —x +t —y =0

: rty o r+y —x+y
soit 2t =z +yetrxyg =yyg =1t= .Onendedmtquexm: 5 —r = 5
T+ x — . 7{} 2
Yarg = 2y—y: 2yetzm:zH—z:Z—z.Fmalement,M =2 | Par
z—2

conséquent,

2 y—a\*, (z—y\’ o T4yt 2wy o _ 1o 1o o
MH* = + +(2—2)* = f+4—4z+z = 3% +§y +2°—xy—4z+4

M(z;y;2)€eS & MH=MK & MH?=MK?
1 1 1 1
& §x2+§y2—|—22—xy—4z—|—4:§x2+§y2+22+a¢y+4z—|—4

1
& —axy—4dz=xy+4zr & 8z=-2ay & Z:—ny

2. (a) Le plan (zOy) a pour équation z = 0; les points de la section ont leurs coordonnées qui



z = 0 _ _ _
vérifient : 1 — ° = 0 — " = 0 oud ¥ T 0
2= -y zy = 0 z =0 =0

La section se compose de I'axe des abscisses et de I’axe des ordonnées.

(b) Un plan paralléle & (zOy) a une équation de la forme z = k, k € R; les points de la section
ont leurs coordonnées qui vérifient :

z = k s = k — _%
1 — — Y T T six#0
—4k L

z = —=xy Ty = o

4
La section est donc une hyperbole

(c) Les points de la section ont leurs coordonnées qui vérifient :

r+y = 0 y = -z
1 = 1,

yA et ——2X zZ — —T
1Y 1

La section est donc ici une parabole.

Géomeétrie et Arithmétique

Exercice 1 :

PARTIE A
1. (a) Ej est lintersection de P et de S;. Les coordonnés d’un point quelconque de E; vérifient
2, .2
. JEz=a+y C =2
donc le systéme : { =9 qui équivaut a { =y 4

Dans le plan P, z = y? + 4 est I’équation d’une parabole.

(b) E5 est I'intersection de P et de Sy. Les coordonnés d’un point quelconque de Ey vérifient

r =2
z=2y+4"

donc le systéme : { ;z g‘y +2z

E5 est donc une droite dans le plan P

qui équivaut a {

2. (a) voir figure a la fin de I'exercice

(b) Les coordonnées des points d’intersection B et C des ensembles E; et E, vérifient le sys-

téme :
T =2 T =2 T =2 r =2 r =2
r=2"+y? & 2=y +4 e 2=2y+4 & z2=2y+4 ou z=2y+4
z=2y+4 y2+4:2y+4 y(y—2):0 y=20 y =

On obtient deux points : B(2; 0; 4) et C(2; 2; 8)

PARTIE B
1. (a) M € SiNSy & 22+ y? = xy+2x cest-a-dire y> —zy =2z —z* don y(y —x) = z(2—1) .

(b) x est premier; il divise (2 — z) donc divise y(y — ).
Soit il divise y, soit il est premier avec y et alors il divise y — x d’aprés le théoéréme de
Gauss. Mais s’il divise y — x, il divise (y — x) + x donc y; ce qui contredit la supposition
qu’il est premier avec y. On en déduit que = divise y.

2. (a) y(y — x) = (2 — x) s’écrit alors kx(kz — r) = 2(2 — x), donc kz*(k — 1) = (2 — x).
x est premier donc non nul; on peut simplifier par x.
On obtient alors : kz(k—1) =2 — x.
x est premier, divise kx(k — 1), donc divise 2 — x. Comme il divise aussi z, il divise la
somme (2 — x) + = = 2 c’est-a-dire = divise donc 2.
x est un diviseur de 2 et est premier, donc z = 2.



(b) Avec xz = 2, I'égalité kx(k — 1) = (2 — x) donne k(k — 1) = 0. On en déduit £ = 0 ou
k=1.
3. Pour k = 0, on obtient comme coordonnées (2 ; 0 ; 4) qui sont les coordonnées du point B.
Pour k£ = 1, on obtient comme coordonnées (2 ; 2 ; 8) qui sont les coordonnées du point C.
Ainsi retrouve-t-on les résultats de la premiére partie, question 2.b.

Exercice 2 :

1. (a) Le couple (9; 1) est une solution relativement évidente de I’équation car 3 x 9+2 x 1 = 29.

(b) Soit (z; y) une solution de (E). On note (zo; ¥o) = (9; 1) une solution évidente (F). Alors
3r 42y =1 =39+ 2y d’ou 3(x — z9) = 2(yo —y) (F). Comme = — ¢ € Z, alors 3 divise
2(yo — y). Les nombres 2 et 3 sont des nombres premiers distincts donc ils sont premiers
entre eux. On peut alors appliquer le théoréme de Gauss pour affirmer que 3 divise yg — .
Autrement dit, il existe k € Z tel que yo —y = 3k & y = yo— 3k = 1 — 3k. En remplacant
dans (F), on obtient : 3(x —x¢) =2 x 3k & x—1x9=2k <& x=u1x9+2k=9+2k. On
a donc prouvé que tout couple solution s’écrit sous la forme (9 + 2k; 1 — 3k) avec k € Z.
Réciproquement, si k € Z, alors 3(9 + 2k) + 2(1 — 3k) = 27 + 6k + 2 — 6k = 29 donc
I’ensemble des solutions de (E) est S = {((9+2k; 1 —3k); k € Z}.

9
(c)x>20 & 94220 & 2k > -9 & k:>—E,cequiéquivautak:>—4cark€E.

y=>0 © 1-3k>20 & 3k<1 & k<=, cequiéquivaut a k <0 car k € Z.

~— W =

Il y a seulement cing couples solutions (z; y) tels que x > 0et y > 0 :
—pout k=—4, (z;y)=(1; 13)

— pour k = =3, (z;y) = (3; 10)

—pour k=2 (z;y)=(5;7)

—pour k=1, (z;y) =(7; 4)

—pour k=0, (z;y) =(9; 1).



2. (a)

(b)

(c)

On sait qu’'un vecteur 77 normal au plan P a pour coordonnées (3; 2; 0) et E(O ;05 1).
Donc 7i - k = 0. k et 71 sont orthogonaux, ce qui montre que P est paralléle a 'axe (Oz).

e L’axe (Ox) est défini par le systéme y = 0 et z = 0; les points communs a P et & (Ox)
3r+2y = 29 929
vérifient donc : ¢ vy = 0 Ainsi, x = 3 Le point commun A a donc pour
z =0

29
coordonnées A (E ;0 0).

o [’axe (Oy) est défini par le systéme x = 0 et z = 0; les points communs & P et a (Oy)

3r+2y = 29 929
vérifient donc : x = 0 Ainsi,y = 5 Le point commun B a donc¢ pour
z = 0
29
coordonnées B (0 : 5 : 0).
Les coordonnées des points d’intersection de P et de (zOy) vérifient : ix:—I—OQy =29 Il

s’agit d’une droite incluse dans le plan (xOy) dont les points A et B font partie. L’inter-
section est donc la droite (AB).

P étant paralléle a (Oz) I'intersection de P et du plan (zOz) est la droite contenant A et
paralléle a (Oz).

P étant paralléle a (Oz) lintersection de P et du plan (yOz) est la droite contenant B et
paralléle a (Oz).

voir la figure en annexe

Ces points correspondent aux couples solutions de I’équation initiale avec des termes po-
sitifs, soit les points : (1; 13; 0), (3; 10; 0), (5; 7; 0), (7; 4; 0) et (9; 1; 0) (voir la
figure).

4z = wy

0
Dans le plan z = 0, on obtient : xy =0 < 2 = 0 ou y = 0. Il s’agit de la réunion des deux
droites formant les axes du plan (zOy). La réponse est la figure n° 3.

Les points de cette section ont des coordonnées qui vérifient

. . . 4z =
Les points de cette section ont des coordonnées qui vérifient { ZZ B Ty
Dans le plan d’équation z = 1, on obtient : xy = 4 < y = —. On reconnait ’équation
x

d’une hyperbole. La réponse est la figure n° 1.

Les points de cette section ont des coordonnées qui vérifient

4z:xy<:>4z:8x<:>z:2m
y = 8 y = 8 y = 8.

On reconnait ’équation d’une droite de coefficient directeur 2 dans le plan d’équation
y = 8. La réponse est la figure n°4.

4z = 2y

3r+2y = 29

On a trouvé a la question précédente les points dont les coordonnées vérifient la deuxiéme
équation :

Les points de cette section ont des coordonnées qui vérifient

_ _ 35
° :L‘—l,y—13don$3 ° x:5,y:7donc4z:35<:>2‘=z;
4z =13 <= Z:Z;
e =23 y=10donc o v=7 y=4donc 4z =28 <= 2=7T7,
9
42230<:>z:§; ox:9,y:1donc4z:9<:>zzzl.



