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Mathématiques

CORRECTION D’EXERCICES DU LIVRE SUR LES SIMILITUDES

INDIRECTES

Exercice 95 p.78 :

1.

(a) On commence par démontrer que ABB’A’ est un parallélogramme.

Z£:zB—zA:3—i—1+2i:2—|—i et zm:zB/—zA/:5i—|—2—4i:2+i

e
Comme 3B = Aug alors fﬁ = A’'B’ donc le quadrilatére ABB’A est un parallélogramme. De

H ;) —
plus,(ﬁ; AA") = arg (M) [27]

ZB — %A

Za—za  —244i—142  —3+46i (—3+6i)(2—i) —6-6i+12i+6 6

zp—24  3—i—1+4+2i  24+i  (24+0)(2—1) 4+1 5

—
(7] donc (AB; AA") = > Inl et ABB'A

|3

ZB — %A
est un parallélogramme possédant un angle droit. C’es

67 . . ZAI — ZA
Comme — est un imaginaire pur, arg | — | =
5 )

=+

donc un rectangle.

(b) Comme s(A) = A’, Paxe A de la symétrie est perpendiculaire & [AA’] et passe par le milieu I

. . . — ( =3
de [AA]. Or, z2—3 =24 — 24 = —2+4i — 1+ 2i = —3 + 6i donc AA’ <

vy 6 ) Ce vecteur est



colinéaaire a 7 < qui est un vecteur normal de A. On peut donc chercher une équation de

2
A sous la forme —z 4+ 2y + ¢ = 0.
TA+ Tp 1—-2 1 YA +ya —24+4 2 1
De pl - - S - - = —ldoncI(—=;1)€A.
e plus, xy 5 5 2ety[ 5 5 52 donc I ( 5 ) €

1
En particulier, —z; + 2y; + ¢ = 0 soit 3 424 ¢ =0 c’est-a-dire c = —5 La droite A a donc pour

) . ) 1 5
équation —x+2y—§:O & yzix—i-i.

On sait qu’une symétrie axiale est une similitude indirecte. Son écriture complexe est donc sous

la forme 2’ = aZ + b et cette écriture caractérise de maniére unique chaque similitude indirecte. Il
. : 3 4. . . :

suffit alors de vérifier que si 2’ = <5 + 51) Z+ 2t —1 alors 'image de z4 est z4/ et 'image de zp

est zpr.

3 4 3 4 3 6. 4 8

4 4 12 4
2 = <§+5i>z13+22'—1—<§+5i> (3+i)+22‘—1:§+§i+€i—g+2i—1:5i:z3,

L’écriture complexe donnée dans 1’énoncé correspond bien a la symétrie s.

zC
1
= (—§—§i>m+5—i:<—§—ii> (1+2i)—|—5—i:—g—gi—gi—l—;—h’)—i
= 2—4i+5—i=T—5i

zp = (—g—§i>215;+5—i= (—§—§z> (3+i)+5—i:—§—gi—%i+§+5—i

= —245—-6i—i=3—-Ti
L’écriture complexe de h est

Y= 2z—z)tz=-202-1-)+1+i=-2242+2i+1+i=-22+3+3i
L’image de A’ par h a pour affixe

Zpany = =224 +3+3i = —2(—2+4i) +3+3i=4-8 +3+3i=7-5 = z¢c
On en déduit que h(A") = C. L’image de B’ par h a pour affixe
Zppy = —22p +3+3i = —2(5) +3+3i=—-10i +3+3i =3 - Ti=2p

Ainsi, h(B') = D.
h~! est la similitude réciproque de h. C’est une similitude directe de centre 2 (le méme que h),

1
de rapport 5 (car h est de rapport | — 2| = 2) et d’angle —7 (I'opposé de angle de h) ou encore 7

1
(—m =7 [27]). h™! est donc 'hométhétie de centre Q et de rapport —— et son écriture complexe

2

B 1( i) 140 1 +1+1,+1+._ 1 +3+3.

=5 i i=—gatgtgi i=—ga+tg+gi

. . 6 8.\_ .

Soit M un point d’affixe z. On note My = g(M) d’affixe z2. Alors 29 = L Z+5 —i. De
1 3 3 1 6 8 3 3
i My = h=Y(M: =zt odi=—n (2@ )25 i)+ o+
plus, si on note My = h™"(My) alors z; 2224—24—21 2<< 5 5z>z—|—5 z>+2+2z

L’écriture complexe de f = h™! o g est donc

7 = §+éi ER L §+%i Z—1+42i
- \5 5 2 2 2 2 \5 5



(b) On reconnait 1’écriture complexe de la réflexion s introduite a la question 1. Ainsi, h"1og = s et
donc hoh ™ og=hosdou g=hos. Pour construire P image de M par g, on commence par
construire N, image de M par s puis on fait subir a _]X_t)me homothétie de centre 2 et de rapport
—2 : le point M est alors défini vectoriellement par QM = —2Q

Exercice 98 p.78 :

1.

2.

3.

4.

.Re(?)eZ & z

On pose z = x +iy et 2/ = 2’ + 4y alors :

3+ 44 1-2i 3zx—3iy+4dix+4y+1—-2¢ 3zx+4y+1 4o — 3y — 2
o iy = + 1(:p—iy)—|— s 1w+ dix + 4y + L T+ 4y + n x Y
5 ) 5 ) 5
x,:3:c+4y—|—l
)
En identifiant parties réelles et parties imaginaires on obtient :
,  4x—3y—2
B 5
3z+4y+1
ke M A0 M
) =
(a) Les points invariants par z vérifient 2’ = z < { ix+4y—|—;_ be
4z —3y—2 z—3y-2=29y
— -
o | 20—4y—-1=0 _ 1 r . . :
cest—a—dlre.{4x_8y_2:0 & 2r—-—4y—-1=0 & y—2a: 4,Ilsag1tdedelequat10n

d’une droite.

(b) Puisque f admet une droite comme ensemble de points invariants,d 'aprés le cours, f est soit

I'identité soit la réflexion d’axe la droite invariante. Puisque I’ensemble des points invariants est
1 1
seulement une droite, f n’est pas 'identité mais la reflexion d’axe A : y = 3T T
ZeER & ¢y=0 <« 40-3y—2=0.
2

4
L’ensemble D est donc la droite d’équation 4z — 3y —2 =0 & y = §$ -3

(a) On remarque que 4 X 2 —3 x2 =8 —2 =6 donc (z9; yo) = (2; 2) est solution particuliéere dans
72 de I’équation 4z — 3y = 2.
(z, y) est solution de 4z —3y = 2 signifie que 4z —3y = 2 = 40— 3y d’on 4z —4x¢ = 3y—3yo ’est-
a-dire que 4(x — zg) = 3(y —yo). Comme y —yo € Z, alors 3 divise 4(x —z¢). Or PGCD(3;4) =1
donc 3 divise (x — xg) d’aprés le théoréme de Gauss. Ainsi, il existe k € Z tel que = — z¢g = 3k
soit © = xg + 3k = 2+ 3k. En remplagant dans I’équation 4(z — x9) = 3(y — yo), on obtient que
12k = 3(y — yo) d’ott y — yo = 4k c’est-a-dire que y = yo + 4k = 2 + 4k. Finalement, si (x, y) est
solution de 4x — 3y = 2 alors il existe k € Z tel que x =2 + 3k et y = 2 + 4k.
Réciproquement, s’il existe k € Z tel que (x, y) = (2+ 3k, 2 + 4k) alors

Az — 3y = 4(2 4 3k) — 3(2 + 4k) = 8 + 12k — 6 — 12k = 2

donc (z, y) est solution de 4z — 3y = 2.
L’ensemble des solutions est donc & = {(2+ 3k; 2+ 4k), k € Z}.

,:3a:+4y+1 4+ 4y
5

Comme PGCD(5; 4) =1, si 5 divise 4(y+ 1) alors 5 divise y+ 1 d’aprés le théoréme de Gauss et donc

y+1=0 [5], c’est-a-dire y = —1 [5].

€l &

€Z < 5 divise 4(y + 1).

dor — 3y — 2 2-3
mi)eZ o yy=—"r V" 2cy o y= YeZ & 5divise2-3y & 2—3y=0[5].
On a déja remarqué que pour que Re(z’) soit entier, il est nécessaire que y = —1 [5]. Dans ce cas,
—3y=3[blet2—3y=515 dou2—-3y=0 I[5].
On a ainsi justifié que si Re(2’) et Im(2’) sont entiers alors y = —1 [5]. Réciproquement, si y = —1 [5]

alors on a déja obtenu que Im(z’') € Z et comme y + 1 = 0 [5], alors 4(y + 1) = 0 [5] donc Re(z’) est
également entier.
Les nombres y cherchés sont tous les entiers congrus & —1 modulo 5.



Exercice 74 p.73 :

1.

2.

1
(a) Soit M; l'image de M (d’affixe z) par f. L’affixe de M; est alors z; = (2 + 1\2‘3) Z. Si on note

L V3 1 V3 (1 V3
My l'image de M, par f, son affixe zp est zp = <2 * Z\Qf> s (2 i 1\2[) (2 ’ Z\2[> -

1 V3 (1 3 12 (v3\
o (12)(12)- (0 (2))

T T o
(b) L’écriture complexe de f est 2/ = (cos(g) +isin(§)> Z = €'3%z. On considére donc la symétrie

s
axiale S d’axe (Ox) et la rotation R de centre O et d’angle 3 L’écriture complexe de S est z — Z

L’application f o f correspond donc a l’identité.

et celle de R est z — €'3z donc la composée R o S a pour écriture complexe z — ei%E, il s’agit
donc de f.

(¢) Comme f est la composée d'une rotation (similitude directe) et d’une réflexion, alors f est une
similitude indirecte. Pour déterminer les points invariants de f, on écrit z sous forme algébrique :
z = +1y. Alors M d’affixe z est invariant signifie que

2 2 2 2 2

En identifiant parties réelles et parties imaginaires, cela donne :

x+\/§y_x
2 @{x+\/§y:2x @{x—\/gy:() (:){x—\/gyzo
Y+ —y+V3r =2y 3y — 3z =0 —V3(z - V3y) =0

5 Y

L’ensemble des points M (x, y) invariants par f a pour équation z — V3y = 0. C’est donc une
droite. Comme f est une similitude indirecte ayant pour ensemble de points invariants une droite,

1 V3

c’est une symétrie axiale d’axe Dy d’équation z — 3y = 0 & y = ﬁ$ = ?1‘ Comme

f=RoS, alors R=foS ! = foS est une décomposition de R en deux symétriques axiales.

(a) On utilise la forme algébrique pour déterminer les points invariants :

1 1
=z & ax+iy= (24—1'?) (:c—iy)—Q—&-i\f

m+\/§y+i—y+\/§x_1 .\/§_x+\/§y—1+i—y+\/§x+\/§
2 N 2

& Tty = 5 5 tig 5
x-l-\/gy—l_x
- 2 - r4+V3y—1=2 z=+3y—1
—y+V3z+V3=2y V3z =3y — 3

—y+\/§x+\/§_y
: -

{2=vb

L’ensemble des points invariants de g est la droite Dy d’équation

1 1 3 3
r—V3y+1=0 & y:\/gx+\/§:\3[x+\3[



(b)

On considére application ayant pour écriture complexe z — z — 3 + z? Alors, 2" est I'image

1 3
de 2/ = <2 + z{) Z par cette application donc on peut écrire g =T o f ou T désigne la trans-

1 V3 . . =
formation associée & z — z — — +1——. Cette transformation est alors la translation de vecteur V'

2 2
1 V3

avec 2y = 5 =+ 27.

Comme g est la composée d'une similitude diecte (7') et d’une symétrie axiale ( f), alors g est une
similitude indirecte. L’ensemble de ses points invariants est la droite D2 donc g est nécessairement
une symeétrie axiale d’axe Ds.

Comme g =T o f, alors go f! =T et vu que fo f =1id, alors f' = fdouT =go f est la
composée de deux symétries axiales.

L’image par g de A est le point A’ d’affixe :

2 2 2 2
1 3

On en déduit que g(A) = A.
La droite Dy passe par A et a le méme coefficient directeur de D; donc pour la construire il

suffit de tracer la droite qui passe par A et parallele & la droite D; déja tracée. poru placer A, on
remarque que z4 = €'s,

D2

D1




