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spéTS

Mathématiques

CORRECTION DU DEVOIR SURVEILLE N° 6

Seul Uezercice 1 comporte des différences entre les sugets (a) et (b)

SUJET (a)

Exercice 1 :

PARTIE A

1. (a) L’équation du cylindre C d’axe (Oy) de rayon r est 22 + 22 = r2.

(b) On résout le systéme {

2

r=a

2?4 22 =r? 22 =72 —a?
54
r=a

e Sir? —a? <0, c’est-a-dire si r < |a| alors I’équation z? = r2 — a? n’a pas de solution car un
carré est toujours positif. La section du plan d’équation = = a avec le cylindre C est vide dans
ce cas.

2 =
. . . =0
e Sir?2—a? =0, c’est-a-dire si r = |al, alors le systéme équivaut & { i . TN Y= t ,teR.
- 2=0
0
La section est la droite passant par A (a; 0; 0) et de vecteur directeur V' | 1
0
e Sir? —a? >0, c’est-a-dire si r > |a|, alors le systéme équivaut a
T=a x =
= /72 — g2
{j:—a R y=t ,t€R ou y=1t 4t eR
- z=Vr?—a? z=—Vr2—a?
0
La section est la réunion de deux droites de méme vecteur directeur V | 1 |]. et passant
0

respectivement par les points A (a; 0; Vr2— a2) et As (a; 0; —Vr2— a2).

L’équation de C’ est du type 22 + 22 = r”2. Pour déterminer I'intersection avec la droite d’équation

22 4 22 ="

3
T = —5 on résout V3 . En remplacant x par —\g dans la premiére équation, cela
rT=——
2
3 3 3 3 9
donne 1 + 22 =72, On sait que le point A (—\2[ ;05 2) vérifie cette équation donc 1 + 1= r’?
soit r'? = i 3. L’équation du cylindre C’ est donc z? + 22 = 3.
0
Les droites qui composent cette intersection ont pour vecteur directeur V | 1 | d’apres la dé-
0
monstration précédente. Les équations paramétriques des droites de I'intersection sont :
xr = —§ €Tr = —§
y=t ,teR et y=1t ,teR
_ 3 _ 3
Les coordonnées des points d’intersection de C’ avec le plan d’équation y = —10000 sont les
2 2 _ 3
solutions du systéme { ; _+_Z10000 . Il ’agit de ’équation du cercle de centre C (0; —10000; 0)

et de rayon v/3 inclus dans le plan d’équation y = —10000.



PARTIE B

1. — On remplace les coordonnées de C' dans l'équation 22 + 3% = 22

22 +yi =1+4="5¢et 22 = —(v/3)? = 3. Comme 22 + y% # (2¢)? alors C ¢ Si.

2

— L’équation d’'un cylindre d’axe (Oz) est du type 22 + y?> = r2 avec r fixé. S; n’est donc pas un

cylindre d’axe (Oz).

3
— La droite passant par O et de vecteur directeur 4 = 3i + 4; + 5k de coordonnées 4 a pour
5
=3t
équation paramétrique ¢ y =4t ,t € R. Pour savoir si S contient cette droite, on remplace dans
z =05t

I’équation de Sy les expressions de x, y et z en fonction de t.
Pour tout t € R, 22 + 4% = (3t)% + (4t)? = 9t> +16t> = 25> = (5t)% = 2. On en déduit que la droite
passant par O et de vecteur directeur @ est incluse dans la surface Si.

22 4+ y? = 22

y=1 <

— Pour déterminer la section de S avec le plan d’équation y = 1, on résout le systéme {
2221 - =
{z x R {(z z)(z+x)=1
y=1 y=1
La bonne réponse est la réponse c

. Il s’agit d’une équation d’hyperbole et non de droite.

2. L’équation de Sy est

1\ 1
Py +22-2y+24+3=0 & ﬁ+{y—n2—1+(z+2>-—4+3—0

2
& 24@-12+ (242 = 3q1i= T
2 4- 4

Comme une somme de carrés est toujours positif, alors cette équation n’a pas de solution donc Sy est
I'ensemble vide. En particulier, Sz a une intersection vide avec le plan d’équation z —y = 0 (car Sz est
vide), ce n’est pas une sphére ni un cone et son intersection avec le plan d’équation (yOz) n’est pas un
cercle.

La bonne réponse est la réponse a

T
3. — Pour que S3 soit un cone de demi-angle au sommet 1 il faudrait ajouter un carré au z. En effet,
T
y? 4+ 22 =22 o y? + 22 = tan? (Z) x? est 'équation du cone d’axe (Oz) et de demi-angle au
sommet —.
4
— Le plan d’équation z = 4 coupe la surface S car, par exemple, le point A (16; 0; 4) appartient a S3
et au plan d’équation z = 4.

— Sia <0, le plan d’équation z = a ne coupe pas S3. En effet, 'équation y? + 22 = a n’admet alors
pas de solution puisqu’une somme de deux carrés est un nombre positif.

— On remplace dans ’équation de S3 les coordonnées x, y et z par leur expression en fonction de ¢ :
2+ ()2 =8 & 22=8 & t2 =4 & t=2o0ut = —2 On obtient ainsi deux points
d’intersection : A (8; 2; —2) et B(8; —2; 2).

La bonne réponse est la réponse d.

PARTIE C
r=T+2t

1. La droite D a pour équation paramétrique ¢ y =3 ,teR
z=—t

2. On sait que S € A et comme A est parallele & (Oz) et passe par B(—1; 3;0) alors S (zp; yp; 2s)
soit S (=15 3; zg). De plus, S € D, génératrice du cone donc il existe ¢t € R tel que xg = 7+ 2t et
zg = —t. On sait que xg = —1 dou -1 =7+2t & 2t =-8 & t=—4et zg = —t = 4. Ainsi,
S(—1;3;4).



3. L’équation du cone C est du type (x —z5)? + (y —ys)? = k*(z — z5)? car I'axe de ce cone est paralléle a
(0z), c’est-a-dire (z+1)2+(y—3)? = k?(2—4)2. Comme la droite D est incluse dans le cone , tout point
de D est dans le cone, par exemple A (7; 3; 0) € C. On en déduit que (7 + 1)% + (3 — 3)? = k2(0 — 4)?

6
soit 64 = 16k? et donc k? = — = 4. L’équation de C est (z + 1)% + (y — 3)? = 4(z — 4)%.

16
2 _2)\2 AV 2 _3)2 = — 4)2
4. (a) On résout{ ix_+a1) =37 =4-4) < { ,(zx—+a1) =37 =4a-9 . On obtient
I'équation du cercle de centre I (—1; 3; a) et de rayon r = y/4(a —4)? = 2|a — 4| inclus dans
le plan d’équation z = a. Comme 0 < a < 2 alors a — 4 < —2 < 0 donc le rayon du cercle est

r=2(4—a).

(b) La section sera réduite a un point si et seulement si 'équation (x+1)?+(y—3)% = 4(a—4)? n’admet
qu’une solution. C’est le cas seulement pour a tel que 4(a —4)> =0 <> a—4=0 < a=4.0On

obtient alors { i$_+41) +y=3)7=0 & y—3=0 soit le point I (—1; 3; 4).
a =14
Exercice 2 :
. c

55

45 |

a5 |

25| {

M

05

05 |

2. AB = |zp — 24| = |2 — 2i| = V4 + 4 = 2V/2.

AC = |z2¢ — 24| = |4+ 6i — 2i| = |4+ 4i]| = V16 + 16 = 4V/2.

Le triangle ABC n’est donc pas isocéle en A.

De plus (@, @) = arg <ZC_ZA> [27].

ZB — %A
20 — ZA 4+ 49 2+ 23 2(1+i)(1+i) . . 20 — ZA . s
= = = =1-2t1—1=21et — | = 21) = — |2

ap—za  2-2 1-i 1+1 ! ietarg | 7, ) ~as(2) =5 [27]
puisque 2¢ est un imaginaire pur dont la partie imaginaire est positive.
On en déduit que (E, /ﬁ) = g [27], c’est-a-dire que ABC est rectangle en A. N’étant pas isocéle

Or




3.

en A, ABC n’est pas isocéle.

(a)

Comme f est une similitude directe, son écriture complexe est de la forme 2z’ = az + b avec a € C*
etbeC. f(A)=D & zp=azqa+bet f(B)=A < z4=azp+b. On résout donc le systéme

—1+71=2ai+b - b=2i—2a b=2i—2a
2t =2a+b —1417=2a1+ 2t — 2a 2a(=1+1)=-1—1
b=2i—2a
& 1+4 (1+i)(-1—i) (1+i)? 1+42i—1
a = — = — = = =
2(—1+1) 2(1+1) 4 4
)
a=—
= 2 i

i
La forme complexe de f est donc 2’ = 5% + 1.

1
[27] car 3 est un nombre imaginaire pur de partie

L’angle de f est arg(a) = arg <;) = g

imaginaire strictement positive.

' 1
Le rapport de f est |a| = |~| = -
2] 2
b . Y T
LecentreQdefapourafﬁxew:1_a:1i§:2_Zi: zi—:_lz): 15 :75+5i.

On sait déja que f(A) = D, f(B) = A donc il suffit de justifier que f(C) = E pour conclure
que le triangle ABC'.a pour image le triangle DAF par f (puisque I'image d’un segment est un

segment). Or, z’C:%zc—{—i:%(4+62’)+i:2i—3+i:—3+32':zE d’ou f(C)=E.

Comme une similitude conserve les angles géométriques et que ABC' est rectangle en A (question
2) alors DAFE est rectangle en f(A) = D.

M € (BC) donc f(M) est sur l'image de (BC), c’est-a-dire (AE) puisque 'image d’une droite
est une droite. De plus, M € (I'1) donc f(M) est sur I'image de (I'1). Comme (I'1) est le cercle
de diameétre [AB], alors son image est le cercle de diameétre [f(A)f(B)] = [AD], c’est donc le
cercle (I'z). Le point f(M) est alors un point d’intersection de (I'z) et de la droite (AE). Il y a
deux tels points d’intersection : N et A. Comme M # B, alors f(M) # A (par définition d’une
transformation). Ainsi, f(M) = N.

2 est le centre de la similitude f et f(M
de la similitude f. Ainsi, (QM ; QN) =

~—

= N donc (QM ; QN) = (QM ; f(Q)f(M)) est I'angle
27]. On en déduit que QM N est rectangle en . De

|

1 1
plus, QN = f(Q)f(M) = §QN puisque f est de rapport 5 Cela implique que QM N n’est pas
isocele.

NE _ f(M)(C) NA _ (M) (B)

Par def;;llt?lon djt\lfzapport A de la similitude f, C = C =Aet B B =\
A1ns1,M—C=WdouMBXNE:MCxNA.

Exercice 3 :

PARTIE A

1. Si (z; y) est solution de 3y = 5(15 — z) dans Z x Z, alors 3 divise 5(15 — z) puisque y € Z. On sait

que 3 et 5 sont des nombres premiers distincts donc ils sont premiers entre eux. D’aprés le théoréme de
Gauss, on en déduit que 3 divise 15 — z, donc il existe k € Z tel que 15 —x =3k & z=15—3k. En
remplacant 15 — z par 3k dans ’équation initiale, on obtient : 3y = 15k soit y = 5k. On a ainsi prouvé
que si (z; y) est solution de (E) dans Z x Z, alors il existe k € Z tel que (x; y) = (15 — 3k ; 5k).

Réciproquement, pour tout k € Z, 3 x 5k = 15k et 5 (15 — (15 — 3k)) = 5 x 3k = 15k donc les couples

1

2



(15 — 3k ; 5k) avec k € Z sont solutions de (E).
Finalement, I’ensemble des solutions de (E) dans Z x Z est S = {(15 — 3k ; 5k); k € Z}

. La distance sur le cercle trigonométrique correspondant & deux fois et demie la circonférence du cercle

est 2,5 X 2w = 3 x 27 = 5. La distance d parcourue par le point A aprés avoir subi p rotations ry et ¢

rotations rq est p X g—i—q X % On cherche donc les couples (p; q) € N? tels que p x g—i-q X % = 57. En

15
multipliant par —, cette équation équivaut donc & 5p +3g =5 x 15 < 3¢ = 5(15 — p). On retrouve
T

I'équation (F). Les couples (p; q) s’écrivent donc sous la forme (15 — 3k; 5k) avec k € Z. Comme
q € N, alors 5k > 0 soit £ > 0. De méme, 15 — 3k > 0 puisque p € N. On en déduit que 15 > 3k et
donc k < 5. Comme k € [0; 5] et que k € Z, il y a 6 couples possibles :

— pour k = 0, on obtient le couple (15; 0) — pour k = 3, on obtient le couple (6; 15)

— pour k =1, on obtient le couple (12; 5). — pour k =4, on obtient le couple (3; 20)

— pour k = 2, on obtient le couple (9; 10) — pour k =5, on obtient le couple (0; 25).
PARTIE B

1.

2.

T
e La rotation rj est une similitude directe de centre O, de rapport 1 et d’angle 3 L’homothétie h; est

une similitude directe de centre O, de rapport 4 et d’angle 0. Comme s; = r1 0 hy est la composée de
deux similitudes directes de centre O, alors s1 est une similitude directe de centre O. Le rapport de

cette similitude est le produit des rapports de r1 et hy, c’est-a-dire A\ = 1 x 4 = 4. L’angle de cette

similitude est la somme des angles de r; et hy, c’est-a-dire ) = g +0= g

T
e La rotation ry est une similitude directe de centre O, de rapport 1 et d’angle 5 L’homothétie ho est
une similitude directe de centre O, de rapport |-6|=6 et d’angle 7 (car le rapport de I'homothétie est
négatif). Comme sy = 73 0 hg est la composée de deux similitudes directes de centre O, alors sy est

une similitude directe de centre O. Le rapport de cette similitude est le produit des rapports de o
et ho, c’est-a-dire Ao = 1 X 6 = 6. L’angle de cette similitude est la somme des angles de ro et ho,

c'est-a-dire 0y = % +7= % (angle qui est aussi égal a —% modulo 27)

(a) Sy, =s10810---05; est la composée de m similitudes directes de centre O donc ¢’est une simi-
S

m fois
litude directe de centre O. Son rapport est Ay, = A X A1 X --- X Ay = (A1)™ = 4™. Son angle est

. m fois
9m291—|—91x---><91:m§

m fois

Sl = 890890085y est la composée de n similitudes directes de centre O donc ¢’est une simi-
~—

n fois
litude directe de centre O. Son rapport est A}, = Aa X A2 X -+ X Aa = (A2)" = 6™. Son angle est

6 n fois
9;:92+92x--.x92:n§

n fois
f =51 xSy, est une similitude directe de centre O comme composée de deux similitudes directes
de centre O. Son rapport est A/, x A, = 67 x 4™ = (2 x 3)" x (22)™ = 2" x 3" x 22M = 22mHn 31,
, U 67
Son angle est 67, + 0, = my + ne
(b) Si f est une homothétie de rapport 144 = 122 = (22 x 3)? = 2% x 32, alors 22"+ x 3" = 24 x 32,
Par unicité de la décomposition en produit de facteurs premiers, n = 2 et 2m +n = 4 donc
2mn=4-2=2etm=1

T om T om T 127 5w+ 367 417
D I le de la similitud t m— = 42X — = = =
ans ce cas, 'angle de la similitude es m3+n5 3+ 5 3+ - T B
41 30 11 11 41 11
Or, o2 o =2m + —W. Comme il i} [27]. Comme cet angle n’est pas congru

15 15 15 15 15



a 0 ou m modulo 27, alors la similitude f ne peut pas étre une homothétie. Finalement, f ne peut
pas étre une homothétie de rapport 144.

(c) Par définition d’une similitude de rapport A = 227+ x 37,
OM' = f(O)f(M) = NOM = Xzp| = A x |6] = 2 x 3 x 22T gn = g2min+l , gn+l
Pour avoir OM’ =240 =24 x 10 = 23 x 3 x 2 x 5 = 2% x 3 x 5, il faut et il suffit que :
g2mintl  gntl _ 94 w3 x5

Comme 5 n’est pas un diviseur de 22m+7+1 5 3741 et il n’existe pas de point M tel que OM’ = 240.

Pour trouver M tel que Om' = 576 = 4 x 144 = 4 x 2* x 32 = 26 x 32, il faut résoudre
22mAntl s 3ntl — 96 % 32, Par unicité de la décomposition en facteurs premiers :

2m+n+1=6 o n=1 o n=1
L’uni le tel OM’' =576 est (2; 1).
unique couple tel que est ( )

Comme zp; = 6, alors OM' = 61 donc OM’ et i sont colinéaires de méme sens.
P e =~ 7 . L
Ainsi, (u; OM’) = (OM, OM’) [27]. Ce dernier angle correspond a l'angle de la similitude

P S e ™ nm )
f de centre O. Ainsi, (u; OM) = my + 6? [27r] avec m = 2 et n = 1. Par conséquent,
— 2 6 2 6 10 18 28 281 — 30
(17,’; OM’> = ?ﬂ- + % [27]. Comme ?Tr + g = % = 1—; = % [27], alors
— 2 — 2
(71’; OM’> = —% [27]. Le mesure principale de (ﬁ; OM’) est —1—7;.

Exercice 4 :

1.

(a)

! _ 2 ;7 — / ;7 — / O/M/
(b) z ‘ = ‘ZM o = lzar = 20/ = . Comme M’ € C’, cercle de centre O’ et de rayon
z ZM — 20 |zar — 20| OM
1, alors O'M’ = 1. De plus, M est sur le cercle C de centre O et de rayon 1 d’ott OM’ = 1. Ainsi,
'_ol 1
: '::L
z 1




— ' _9
Par définition de M’, (O—]\>4, O’M’) = g [27] d’on arg (Z > [27].

T
z 3
2 —2 -

™ ;T i kg
Le nombre complexe de module 1 et de rayon — est '3 donc =e'3 et donc 2/ —2 =e€'3 2,

. s
c’est-a-dire 2’ = e'3z + 2.

(¢) Laforme complexe de 7 est du type 2/ = az+bavec a = €5 € C* et b = 2 € C. La transformation r
T

est alors une similitude directe de rapport |a| = ei%‘ =1 et d’angle arg(a) = arg (e’%) =3 [27].

Son centre a pour affixe

b 2 2 2 4 4(1 4+ iv3
l—a 1-¢5 T T V3 T 1-i/3 (1123\f:1+i\/§
_ — '3 _ 7 — 1 — 3
1 (COS(3)+’LSID(3)> 1_( w 3)

w =

2 7"

ZM+ZM/_Z+6i%Z+2_1+6i%
2 N 2 2

1 V3. 3 V3 (3 \/§>
z+1.

2. Si M est le milieu de [MM’] alors zp, = z+ 1.

OI‘, 1 + 67;% =1 -+ COS(%) +’LSIH(§> =1 —+ 5 + 72 = 5 =+ ?7, Finalement, 25]\41 = 1 =+ ZT

On en déduit que My = s(M) avec s la similitude d’écriture complexe 2z’ = a’z + b" en choisissant

3
a = 1 + 1\4[ et b = 1. Le lieu géométrique du point M; lorsque M décrit le cercle C est s(C), cercle
de centre s(O) et de rayon Ar avec A rapport de la similitude s et 7 le rayon du cercle C (donc r = 1).

L’affixe de s(O) est z =b =1 = z4 donc s(O) = A. Le rapport de s est

2
AR EC AN /w_f_ﬁ
S\ \4 4 ) V16 16 V16 V4 2

3
Le lieu géométrique cherché est le cercle de centre A et de rayon ——. Pour tracer ce cercle, on peut

remarquer qu’il doit passer par A; milieu de [AA'].



SUJET (b)
Exercice 1 :

PARTIE A

1. (a) L’équation du cylindre C d’axe (Ox) de rayon r est 32 + 22 = r2.

y? 4 22 = 2 {22:r2b2
=

(b) On résout le systéme { Y= b

r =a

e Sir?2 —b? < 0, c’est-a-dire si © < || alors I'équation 22 = r? — b2 n’a pas de solution car un

carré est toujours positif. La section du plan d’équation y = b avec le cylindre C est vide dans

ce cas.
o Sir2—b% =0, c’est-a-dire si 7 = |b|, alors le systéme équivaut a { —_b & y=>b ,teR.
y= 2=0
1
La section est la droite passant par A (0; b; 0) et de vecteur directeur V [ 0
0
e Sir? —b? > 0, c’est-a-dire si 7 > |b|, alors le systéme équivaut &
r=t x=t
= /72 — }2
{Z_b " & y=>= ,t€R ou y=> 4t ER
y= z2=r2 -0 2 —Vr?—a?
1
La section est la réunion de deux droites de méme vecteur directeur V | 0 |. et passant
0

respectivement par les points A; <0; b: Vr? — b2> et As (O; b; —Vr?— b2>.
2. (a) L’équation de C’ est du type y2 + 22 = 7'2. Pour déterminer Iintersection avec la droite d’équation

VT Y2 4 22 =2

3
=5 on résout V3 . En remplacant y par — dans la premiére équation,
y=-——>
2
11 V11 3
cela donne T + 22 = 72, On sait que le point A (O; gy 2) vérifie cette équation donc
19 12 it g2 ' : . ' 2, .2
T + =7 soit ¢ = il 5. L’équation du cylindre C’ est donc y* + 2° = 5.
1
(b) Les droites qui composent cette intersection ont pour vecteur directeur V | 0 | d’apres la dé-
0
monstration précédente. Les équations paramétriques des droites de I'intersection sont :
p q p q
— VI teR et y=-YI teR
.=3 o= 3
(c) Les coordonnées des points d’intersection de C’ avec le plan d’équation x = —500000 sont les
2, .2
Yy +2z2°=5

& — 500000 ° Il s’agit de I’équation du cercle de centre C' (—500000; 0; 0)

et de rayon v/5 inclus dans le plan d’équation & = —500000.

solutions du systéme {

PARTIE B

Ce sont les mémes questions que pour la partie A mais 'ordre des questions et des réponses a été changé.
1. La bonne réponse est la réponse a
2. La bonne réponse est la réponse d

3. La bonne réponse est la réponse b



PARTIE C
r=2

1. La droite D a pour équation paramétrique ¢ y=7—3t ,t€R
z=-3+t

2. On sait que S € A et comme A est paralléle & (Oz) et passe par B(2; —5;0) alors S (zp; yp; 2s)
soit S(2; —5; zg). De plus, S € D, génératrice du cone donc il existe t € R tel que ys = 7 — 3t et
zg = —3+1t. Onsait queyg = —-5dou -5=7-3t & -3t=-12 & t=4etzg=-3+t=1.
Ainsi, S(2; —5; 1).

3. L’équation du cone C est du type (z —zg)? + (y —ys)® = k*(2 — 25)? car I'axe de ce cone est paralléle a
(0z), c’est-a-dire (x—2)%+ (y+5)? = k?(2—1)2. Comme la droite D est incluse dans le cone , tout point
de D est dans le cone, par exemple A (2; 7; —3) € C. On en déduit que (2—2)2+(74+5)? = k?(-3—1)?

144
soit 144 = 16k? et donc k? = 6= 9. L'équation de C est (x —2)? + (y + 5)% = 9(z — 1)%.
_ 9\2 2 _ _1)2 _9)2 2 _ —1)2
4. (a) Onrésout { (z =27+ (y+5)" =9z 1) & { (z=2)%+ (y+5)"=9a—1) . On obtient
zZ=a zZ=a
I'équation du cercle de centre I (2; —5; a) et de rayon r = y/9(a — 1)2 = 3|a — 1| inclus dans le

plan d’équation z = a. Comme 0 < a < 3 alors a — 1 < 5 < 0 donc le rayon du cercle est
r=3(1-a).

(b) La section sera réduite 4 un point si et seulement si 'équation (z—2)2+(y+5)? = 9(a—1)? n’admet
qu’une solution. C’est le cas seulement pour a tel que 9(a —1)2 =0 < a—1=0 < a=1.0On
-2=0
—2)? 2 = v
(@=27+@+5)7=0 ) 150 soit le point I(2; —5; 1).
z=1

obtient alors {
z=1



