Lycée J.P Vernant - TS spé Année scolaire 2010-2011
Mathématiques

CORRECTION DU DEVOIR A LA MAISON N° 8

Exercice 97 p.79 :

1. L’écriture complexe de f est de la forme 2’ = az+baveca = —(v3+i) € C*et b= —1+i(1++/3) € C
alors f est une similitude directe. Vu que a # 1, f admet un unique point invariant (en effet,

z=az+b & z(1—a)=b & z= 1 lorsque a # 1). Vérifions que 'affixe de I'image du point
—a

d’affixe 7 est encore 1.
~(VB3+i)i—14+i(1+V3)=—VBi+1-1+i+iV3=i

Le point d’affixe ¢ est invariant par f, c’est donc le centre de la similitude.

Le rapport de la similitude est A = |a| = | — (V3 +1i)| = /(V3)2 + 12 = =Vi=2.
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L’angle de la similitude est § = arg(a) [27]. Or, a = —(v/3+i) = 2 (2 ~3 z) =2 <cos(7r) +isin(——)
Ainsi, 0 = _om [27].
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(11’ ; QM0> = arg (20 — zq) [27]. D’aprés le calcul précédent a l'intérieur du module,

Lo ¥3_ L 1(v3 1, 1 (cos (<) isin (- 1)) = 28
o= gi=g |5 gt =5 (s is 6)) =3¢
On en déduit que (u QMO) = _6 [27].

f(Q)f(Mn) _ QMnJrl
QM, QM,

3a bis) Par définition du rapport d’une similitude, A = . Comme \ = 2, alors

QMn+1 - 2QMn
Par définition de 'angle d’une similitude directe, § = (QMn ; f(Q)f(Mn§> [27] soit
6= (QMn; QMnH) [271).

On a vu que I'angle de la similitude est —%T donc (m, QMnH) = _5% [27]
(a) — On place le point €2 et on construit My tel que QMy = % et (u QM ) = % [27].

— Pour placer Mi, on utilise que QM = 2QMy = 2 x % =1let ((7]\7, QM1> = —%T [27]

— Pour placer My, on utilise que QM =2QM; =2 x 1 =2 et (W, QMg) = —5% [27]

— Pour placer M3, on utilise que QM3 = 2QMy; =2 x2 =4 e (m, QMg) = —%T [27]. En
particulier, (ﬁ; Q—Mz) = (11’; Q—]Wg) + (Q—]\Jg, QMg) [27]. Sur le graphique, on remarque que
(1_[; (T]\Zé) = % [27] donc (U; (T]\—[g)) = % % [27] soit (ﬁ; m> = —2% [27]

— Pour placer My, on utilise que QMy = 2QM3 = 2 x 4 = 8 et (m, QM4> = %T [27]. En
particulier, (ﬂ'; KT\/L;) = (ﬁ; QMg) (QMg; QM4> [27]. Or, (u QMg) = —%T [271] donc
(u QM4) = _TQW - %T [27] soit (u QM3> = —37 [27] ou encore (z_[; QMg) = g [27]
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(b) On considére pour tout n € N la propriété P, : "z, —i = 2" 6 (29 —1)".

o [nitialisation
0 Z-7><0><7r
Pour n=0,2"% "6 =e

e Ftape d’hérédité
Tnm

Soit n € N, on suppose P, vraie, c’est-a-dire que z, — i = 27" 6 (29 — i). Montrons que P, 1
- T(n+1)m

. - TXO0OX™ . L e .
%0 =1 donc zg —i = 2%"" 6 (20 — i) est vérifice et Py est vraie.

i

est vraie, c'est-a-dire que z,11 —i = 2" le' 6 (29 — ).

. . ) — T
On sait que QM,,+1 = 2QM,, donc |zp4+1 —i| = 2|z, —i|. De plus, (QMn : QMn+1> = 5 [27].

—_— — z —1 z —1 o
Or, <QMn; QMn_H) = arg <n+1> [27]. Ainsi, arg <n+l> = —— [27]. On avait

Zn — 1 Zn — 1 6
. . . . |Zng1 — 1 Znt+1 — 1
obtenu |z,+1 —i| = 2|z, —i|, cela peut aussi s’écrire M = 2 ou encore | 21— | = 2. On
' |2n — 1 Zn —
L1 Zn41 — 1 Ty Cyss .
en déduit que Z = ———— a pour module 2 et pour argument sy d’ot1 I’écriture exponentielle
Zn — 1

Zptl — 1 _;5m e o . ) T ) R
de Z : ML~ —9e7F = 2¢'6 car —— + 27 = —. Ainsi, zpp1—i = 2€' 6 (2, — 1) et d’apres
Zn — 1 6 6
4 Tn [ Tnx . (T Tnm . T(nt1)m .
Py, zpp1 —i = 26" x 275 (29 — i) = 2" 1T ) (59 — i) = 2"l 6 (2 —i). On a

donc justifié que P,y est vraie.




o (Conclusion

D’apres le principe de récurrence, P, est vraie pour tout n € N.

s Tnm nm

QOM,, = |z, —1| = |2"€"6 (20 —1)| = |2"ei7nTﬂ] X |zo —i|. Comme el correspond & une écriture
1
complexe, le module de ce nombre est 2". De plus |z *i| = QM = 3 d’apreés la question 2. Ainsi,

1
QM, = 2™ x 3= 271 pour tout n € N,
On résout QM,, > 10> < 277! > 102 & In(2"!) > In(10?) car la fonction In est croissante
sur |0; +ool. Ainsi, QM,, > 10> & (n—1)In(2) > 2In(10) et comme In(2) > 0 (car 2>>1) alors
2 In(10) 2 In(10) 2 In(10)
In(2) In(2) In(2)

entier naturel n tel que 2" > 102 est n = 8.

OM, > 10> & n—1> 1. Or, + 1~ 7,6, le plus petit

On remarque que 7 X (=5) — 12 x (=3) = —35 + 36 = 1 donc le couple (zg; yo) = (—=5; —3) est
une solution particuliére de (E).

Si (x; y) est solution de (F) alors 7Tz — 12y = 1 = Txg — 12y donc Tx — Txg = 12y — 12y,
soit 7(x — z9) = 12(y — yo). Vu que y — yo € Z alors 12 est un diviseur de 7(x — xp). De plus,
7 et 12 sont premiers entre eux car 7 est premier et 12 n’est pas un multiple de 7. Ainsi, on
peut appliquer le théoréme de Gauss et en déduire que 12 divise  — xg. Autrement dit, il existe
k € Z tel que x — xg = 12k soit x = xg + 12k = —5 4+ 12k. On remplace x — xg par 12k dans
léquation 7(z — xg) = 12(y — yo), cela donne 7 x 12k = 12(y — yo) soit y — yo = Tk et donc
y=1yo+ 7k =—3+ 7k. On a ainsi montré que si (z; y) est solution de (E), alors il existe k € Z
tel que (z; y) = (=5 + 12k; —3 + 7k).

Vérifions a présent que tous ces couples sont effectivement solutions de (E). Pour tout k € Z,
7(=5+12k) — 12(—=3 4 7k) = =35+ 7 x 12k + 36 — 7 x 12k = 1 donc ’ensemble des solutions de
(E)est S={(-5+12k; -3+ T7k); k € Z}.

——
Les éléments de A sont les points M tels que ({[ s QM ) = 0 [27] (ils appartiennent & la demi-

droite partant de €2 et de vecteur directeur «). Il faut ajouter de plus le point Q2 & ’ensemble A
puisque la définition avec les angles exclut le cas } = M.

H s (nm
M, e A & (6; QMn> =0 [27n] < arg(z, — 1) = 0 [27]. Comme 2, — i = 2"61%(20 — 1)

T Tnm 7
alors arg(z, — i) = arg(Z"eﬂT) +arg(zo — 1) [27]. Or, arg(Z”eﬂT) = % [27] (par définition de

o ™

Iécriture complexe) et arg(zp — ) [27r] (montré & la question 2).

nm

Ainsi, M, € A & % % = 0 [27]. Cela équivaut au fait qu’il existe p € Z tel que
(Tn — D)m

5 =2pr & ™m—1=12p & Tm—12p=1 < (n; p) est solution de (F)

Ainsi, M, est un point de A si et seulement si il existe un entier p tel que (n; p) soit solution
de (E). D’apreés la question précente, les entiers n envisageables sont sous la forme n = —5 + 12k
avec k € Z. Réciproquement, si n = —5+ 12k avec k € Z, il suffit de choisir p = —3 + 7k pour que
(n; p) soit solution de (E). On peut donc affirmer que M,, € A si et seulement si n = —5 [12]. Le
plus petit entier naturel qui vérifie cette condition est n = =5+ 12 = 7. C’est donc le point M7
qui se trouvera le premier sur la demi-droite A parmi les points M,.



